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渦なしとする. Crapper [2]は， このような定常進行波のすべての波振幅に対する厳密解
を解析的に求めた．この定常進行波解に振幅の小さな 3次元的擾乱を与えることにより，
線形安定性を調べる．
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(Crapper's steady wave solution (6)) 
Fig. 1: Pure capillary waves progressing in permanent form on water of infinite depth. The fluid motion 
is steady in the (x1,x2,y) frame in (a) which moves to the negative x1 axis with constant wave speed c. 
(b): wave profiles of Crapper's steady wave solutions (6) for different values of the wave steepness H/入
常進行波の線形安定性を調べるために，擾乱を加えて流体運動の時間変化を考える．流
体は非粘性・非圧縮，流体の運動は渦なしとする．このとき，流体の運動は速度ポテン
シャル qJ= c/J(x1, X2, y, t)と水面変位 Y= f}(x1,X2,t)を用いて表すことができる (t: 時
闊）．定常進行波の波長を入，流体の密度を (2,表面張力を Tで表し，各変数を代表長さ
入。：= >./(21r)と代表時間 t。：＝入。3/2(e/T)1;2を用いて無次元化すると，¢ とf}に対する
支配方程式は以下のように与えられる．
¢平1+¢ 土 2+ </>y = 0 for -oo < y < fj(x1, X2, t) (1) 
¢ → cx1 as y→ -oo (2) 
伍＋鬼虹＋％恥＝的 at y = fj(x1, x2, t) (3) 
<Pt+~ 囚+¢お22 +¢/) -""= B(t) at y = fj(x1, x2, t) (4) 
ここで， B(t)は時間 tにのみ依存する任意関数で， Kは次式により与えられる．
K, = (1 + YxnYx2x2 + (1 + Yx})i}x1x1 -2Yx1Yx2Yx1x2 (1 + yえ+Yx})3/2 (5) 
24
1.2 Crapperの定常進行波解を用いた座標変換
定常進行波の運動は X1Y平面において 2次元かつ周期的である.Crapper [2]はこの定
常進行波の厳密解が，複素座標 Z= X + iyと複素速度ポテンシャルf= </J+i心を用いて
次のように与えられることを示した．
4Ae―iく
z(() = Z(() = X(ふ，TJ)+iY(ふ，TJ)= (+ i (6) 1-Ae-i( 
ここで，
1 
(= 6 + iT)= -! 
C 
(7) 
で，波傾斜を h=H/入 (H:波高（波の谷から山までの高さ），入：波長）で表すと Aと
波の進行速度 cは次のように与えられる．
A~ 五｛い］〗万ー]}, C~{1+(訂r/, (8) 














t = t 
このとき，定常進行波の水而 y=珈(x1)はもら平面1:(7 = 0)に写される．さらに，定
常進行波に擾乱を加えたときの水面y= fj(x1心2,t)はも677空間でも時間変化するので，
T/ =り(6,6, t) (10) 
のように表される．擾乱が微小であれば，りも微小であると仮定できる．一方， 66TJ空
聞における速度ポテンシャルは







｛り(6,6,t)~o+ 麟， c,,t) (12) 
殴1,6, T/, t) = 心＋忍(~いも，T/,t) 
定常進行波の3次元的線形安定性を調べるために，微小な擾乱げ(6,6, t)と砂(6,6, T/, t) 
は次のように変数分離できるとする．
｛ が（も，6,l) ~ 四e'むり（ふ）
履'(6,6, T/, t) = e<Tt eiq6炒(6,T/) 
ここで，び＝びr+ iui ECで， q>Oは横方向 (x2軸，あるいは＆軸方向）の擾乱の波




炒訊,+叫—祈J。炒 = 0 for -oo < T/< 0 
匂→ 0 as T/→ -00 
吋+Ya況ー丑=0 at rJ = 0 
咋+fo¢6 —信＋がJ。1/2り= 0 at rJ = 0 
ここで， J。=Jo(も，7)とK[iJ]は次のように与えられる．
o(X, Y) 
Ia(6,77) = = x62 +叩
8(ふ，7)
K[りl= a1(6)り+a2(6)り6+ a3(6)i'J€ ふ
???????????????
? ? ? ? ? ? ? ? ? ???、ー，ー 、
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with 
疇） = 2.li。~1/2 { f 『a2.li。~l)+k(詈）}'0: ⑮） = 2~:;/2' 鴫） = Ji。-1/2
(20) 
2.2 擾乱の Fourier級数展開と Galerkin法の適用
紅平面（（平面）における微小な擾乱炒(6,rJ)とiJ伯）は水面上 (rJ= 0)で周期的
で， それらの 6方向の波長は定常進行波の波長加の M 倍 (M=l,2,・・・）とする．横




網） = L aneinも/M' ふ(6,77= 0) = L bne呵 ,/M (21) 
n=-oo n=-oo 
これらを (14),(15), (16), (17)に代人して Galerkin法にしたがい整理し，無限級数を
o N/2-1 
L ~ L (22) 
n=-oo n=-N/2 
のように近似すると， (21)のFourier係数 aj,も(j= -N/2,・ ・・,N/2-1)とoを未知
変数とする問題を次のような行列形式で表すことができる．
Lv十がBv=びV+O(qり (23) 
ここで， v= (a, b)T, a= (a-N/2, ・ ・ , aN/2-1) , b = (b-N/2, ・ ・ , bN/2-1)はFourier級数




3 波の進行方向の2次元的線形安定性 (q= O, M = 2の場合）
横方向の擾乱が無い場合，すなわち q=Oの場合， (23)は次のような固有値問題になる．
L v(o) = CJ(o) v(o) (24) 
この問題は波の進行方向の 2次元的線形安定性に対応し，すでに詳しい解析が行われてい
る[6].Fig.2はM=2の場合，すなわち擾乱の進行方向の波長が定常進行波の波長の2
倍の場合の固有値 a(o)= a四+iび四の計算結果を表す．波傾斜 h=H/入の増加にともな
いh= he~0.272108 で二つの固有値が衝突することにより，固有値の実部 u例が正に
なり，定常進行波解が不安定化していることがわかる．次節では，この不安定化に関連す
るモードの固有値に注日し，横方向に擾乱を加えたときの安定性の変化を調べる．
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Fig. 2: Variation of the eigenvalue O"(o) =亭 +i亭 ofthe 0th order problem (24) with the wave 
steepness h = H /入.The wavelength of subharmonic disturbance is twice that of steady waves (M = 2). 
The steady waves become unstable at h =he,._, 0.272108. (q = 0, M = 2 and N = 32) 
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4 横方向の線形安定性 (0< q≪l, M = 2の場合）







Lv戸 Bv= CJV + 0(召） (26) 
のように表す.Fig.2が示すように， M=2の場合 hヂheでは Lの固有値はすべて異な
る，すなわちすべて固有方程式の単根であるので， (26)のvとoは次のように展開でき
る [4,§1.6]. 
V = V(O) + E砂＋心(2)+ .. 
び ＝ 砂）＋€砂+,,,,,, +・・・ } fo, hヂh, (27) 
これらを (26)に代入して整理すると， O(c0)とO(c1)の問題が次のように得られる．
0(E0) : A v(0) 
詞゜ v < 0l-B v < 0 l } 
for h -=Jhe (28) 
0(E1) : A v(l) 
'-ゞ'-っで，
A = L -u(0)J (29) 
(28)の 0(E0)の問題は，前節で考えた 2次元的線形安定性の問題 (24)に対応する．次に，
O(Eりの問題の両辺と
-T 
A u = 0 (30) 
をみたす u との内積を考える． ここで, AはAの複素共役， T は転置を表す．両辺の
内積は
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(AvC1l, u) =びC1l(vC0l,u)-(Bv(0l,u) (31) 
となるが，左辺は
(AvC1l,u) = (vC1l,AT u) = O (32) 
であるので，
び(1) = (Bv(0l, u) 
(vC0l, u) 
(3) 
を得る．上式を用いてがりを数値的に求めることができる. Fig.3は， (J= (J(O) + W(l) 
(c = q2)の実部の計算結果を表す．横方向の擾乱を加えることにより，不安定化する点の
波領斜 h=H/入が大きくなることがわかる．ただし， Fig.4(a)のように， h= heでは o
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Fig. 3: Effects of transverse disturbances with the wavenumber q on the real part CTr of the eigenvalue 
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(b) Method 2 : (43) 
Fig. 4: Variation of the eigenvalue a =巧＋恥 withthe wave steepness h = H /入 nearthe critical point 
h = he "'0.272108. (a) Method 1: び＝び(0)+研l)using (33) and (b) Method 2: び＝亭+El/2び(1)
using (43). • : q2 = 0 and□ : q2 = 0.003. (M = 2, N = 32) 
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4.2 h = he あるいは h~he の場合
前節の最後に指摘したように，不安定化する点 h= he~0.272108 で行列 L の固有方
程式は 2重根吋0)を含むが，対応する線形独立な固有ベクトル v四は 1つだけである．
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ここで，冗 "/2は定数である． これらを (26)に代入して整理すると，次式を得る．
for h = he (36) 
一方， hが凡と少しでも異なると， Lの Jordan標準形も変わるので， O'(e)とv(e)を
(35)のように展開することはできない．そこで，不安定化する点付近 hc: heでは，次の
ような行列 Lの Schur分解 [3,p.335]を導入する．
(0) 
U1n 巧 U12 U13 
゜U2 (0) U23 U2n びLQ= I (n = 2N) 







LqJ =亭qj+ Lu;JQ; (j = l, 2, ---, n = 2N) 
i=l 
(38) 
ここで，変換行列 Q= [q1, Q2, .. , q』はユニタリ行列で， qi(j = 1,2,・ •·,n) は Schur
ベクトルとよばれる．この分解は LAPACKのサブルーチンを用いて数値的に安定に求め
ることができる．すべての変数は hに依存し， Q1= V~O) であることに注意すると， (38)
より次のような関係式が得られる．
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L(h) V四(h) =亭(h)Vio)(h) 
L(h) q,(h)~ 亭(h)q,(h) +叩(h)v四(h)} (39) 
さらに，不安定化する点付近 h~ heでは厨O)(h)―吋0¥h)I≪1であるので，
亭(h) —亭(h) = El/2凶 (h)+・ ・ ・for h ~ he (40) 
のように表して (39)に代入すると，次式が得られる．
L(h) Vi0¥h) =亭(h)Vi0¥h) 
L(h) q,(h)~ 亭(h)q,(h) +叩(h)v¥"'(h) + O(,'i') } foe h ~ Is (41) 
これを h= heにおける Jordan標準形 (34)と比較すると， (35)より u(h;E)とv(h;E) 
の€ に関する展開は次のように仮定できる．
u(h; E) = 亭(h)+ El/2砂 (h)+・・・v(h;,)~v四 (h)+ ,'I'い(h)v¥''(I,)+ o,(h)q,(h)) +・・ ・} fm h ~ Is (42) 
これらを (26)に代人すると，次式を得る．
△び(h) I凶 (h) 2 
(J'(l(h) c: 2±¥ (2) +叩(h)(B(h)v四(h)知 (h)) for h ~ he (43) 
Fig.4(b)は(43)を用いた固有値 (J'=(J'四+fl/2び(1)の計算結果を表す.Fig.4(a)と比較す
ると， h= he c: 0.272108付近で改良できていることがわかる．
5 まとめ
本研究では，一方向に一定速度で波形を変えずに進む振輻の大きな表面張力波の3次元








本研究はJSPS科研費（基盤研究 (B)) JPl 7H02856の助成を受けたものです．
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